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Examen final

« L'usage de la calculatrice est strictement interdit »

Exercice 01 : (04 points) Montrer que

1
Vx > 0,Arctgx + Arctg i c,tel que c constante réelle.

Déterminer la valeur de c.
Exercice 02 : ( 03 points)

1) Compléter:
Vx € ---,cos(Arccos x) = -+
Vx € ---,Arccos (...) = x

2) Montrer que : cos(2a) = 2(cosa)? —1,Va € R
3) En déduire la valeur : cos(2 Arccos Z)
Exercice 03 : ( 06 points) On considére I'application f:[—1, +oo[ - R, définie par :

1
VxZ +2x+2

Montrer que f est continue sur[—1, + o[, dérivable sur |—1, +oo[ et déterminer sa dérivée.

flx) =

Dresser le tableau de variation de f.

On désigne par f I'application f: [—1, +oo[ — ]0,1],

définie par f(x) = f(x) pour tout x € [—1, +oo[. Montrer que f est bijective.
1

4. Résoudre dans [—1, +oo[ I'équation f(x) = 5

5. On désigne par f‘l la bijection réciproque de f Justifier I’existence et déterminer (f‘l)’ (\/%)

Exercice 04 : ( 04 points) Soit R la relation définie sur R par :
xRy ©x?—yti=x—y
Montrer que R est une relation d’équivalence, puis déterminer la classe d’équivalence d’un réel a.

Exercice 05 : ( 03 points) Soit a et b deux réels. On définit la fonction g: R — R par

1
xzsin<—)—1 six <0
x
x’—asi0<x<1

blnx six>1

gx) =

Déterminer a et b pour que g soit dérivable sur R .

°Bon. coutage



Corrigé

Exercice 01 : (04 pts)
Soit x > 0, on pose f(x) = Arctgx + Arctgi

f est continue et dérivable (0.5 pt), en plus :

1
£ = —— 4+ — X2 _ 0 yx > 0 (1.5pts)
x) = - =0,Vx .5pts
1+x 1+xl2

Ce qui signifie que cette fonction est constante sur R%.. (01 pt)
Pourx=1,0ona f(1) = c (0.5pt) & c = 2Arctg 1 = 2% = 2(0. 5 pt)
D'ou : Vx > 0, Arctgx + Arctg% = g

Exercice 02 : (03 pts)

1)
Vx € [—1,1] (0.5 pt), cos(Arccos x) =x (0.25 pt)
vx € [0,7] (0.5 pt), Arccos (cosx) = x (0.25 pt)
2) Va € R,cos(2a) = (cosa)? — (sina)? = (cos a)? — [1 — (cos a)?]
D'ou: Va € R, cos(2a) = 2(cosa)? — 1 (0.5 pt)

3) Poura = Arccos %on acos(2 Arccos g) = 2(cos( Arccos g))2 -1

Comme ZE [—1,1], alors cos(Arccos Z) == (0.5pt)

D’ou: cos(2 Arccos Z) = 1—78 (0.5 pt)

Exercice 03 : (06 pts) Soit I'application f:[—1, +oo[ — R, définie par :

1
VxZ +2x+2

1. La fonction est bien définie puisque x2 +2x +2 > 0,Vx > —1
La fonction f est la composée de :

flx) =

e lafonction polynémiale :x = x? + 2x + 2 ; qui est continue et dérivable sur R ; en

particulier sur [—1, +oo]

1

e Etdelafonction y » — qui est continue et dérivable sur R}

vy
Donc f est continue sur [—1, +oo[ et dérivable sur |—1, +oo[ (0.5 pt)
vx > —1,f'(x) = —x—+13(01 pt)
(x%24+2x+2)2

2. Vx> —1,f'(x) < 0 ce quisignifie que la fonction est strictement décroissante.
Onaf(-1)=1et liI-I’{l f(x)=0
X—>+ 00



f() -

(01.5 pt)

3. Onaf:[~1,+o[ - f([~1,+w]) =]0,1]
En plus c’est une fonction continue et strictement décroissante (d’aprés les questions précédentes),
donc elle est bijective. (01 pt)

4. Soitx = —1,f(x) = 5 © o 5 cequ implique x = 0 ou x 2
Comme —2 & [—1, + o], I'équation admet la solution unique x = 0 (0.5 pt)

5. f est bijective, comme f'(0) = —— %0la bijection réciproque est dérivable en % (0.5 pt)

V23
ona ==f(0) & f(5)=0
Et
(f‘l)'(%z) = ! — (0.5p0)
7 <f‘1 (5))
_ 1
~f(0)
= —/23 (0.5 pt)

Exercice 04 : (04 pts) Soit R la relation définie sur R par :
xRy ©x?—yt=x—y

e Larelation R est réflexive car Vx € R,x? — x? = x — x ou encore xRx (01 pt)
e Soientx,y € R,
xRy ©x?—y?=x—y
Syl—xt=y—x
= yRx
D'ou R est symétrique. (01 pt)
e Soientx,y,z ER,
2 2
x?%yety?%z(:){xz_yz X0y
ye—z-=y—z
>x2—z=x—z
= xRz

La relation R est transitive. (01 pt)

R est réflexive, symétrique et transitive, donc c’est une relation d’équivalence.
e Soita E R,
cl(a) = {x € R;xRa} (0.5 pt)



Or:
xRae x?—a’=x—a
>x—-a)x+a)=x—a
>x—-a)x+a—-1)=0
>x=aoux=1—a

D’ou :
cl(a) ={a,1—a} (0.5 pt)

Exercice 05 : (03 points) Soit a et b deux réels. On définit la fonction g: R — R par

1
xzsin<—>—1 six <0
x
x>’ —asi0<x<1

blnx six>1

gx) =

La fonction g est continue et dérivable sur R \ {0,1}, il suffit d’étudier la dérivabilité en 0 et 1 (0.5 pt)
(pour qu’une fonction soit dérivable il faut qu’elle soit continue)

e Continuité et dérivabilité au point 0 :

1
. — . 2 . —
lim g(x) = lim(x* sin (;) -1)=-1

x—-0 x—0
g(0) =—a
Pour avoir la continuité en 0, il faut avoir a=1 (0.5 pt)
1
2 .
g@ g Fsin(z)-1 - (D
llgn —_— = 11£n
x—0 x—0 x—0 x
1
= lim x sin (;) =0 (0.5 pt)
x—-0
Et
g —g0)  x*-1-(-1)
ll;ﬂ —_ = 11§n
x50 x—0 x50 X
= lignx =0(0.5pt)

x—0
Donc g est dérivable en 0, si a=1

e Continuité et dérivabilité au point 1 :
limg(x) =limblnx=0etg(1)=1*-1=0

x—1 x—1
Donc g est continue en 1 (si a=1) (0.5 pt)
x)—g(1 x? -1
lignM = lim = lim(x + 1) = 2 (0.25 pt)
x-1 x—1 x>1 X~ 1 x-1
x)—g(1 blnx
im IO =9 PINX 625 p0)
xil x—1 xilx -1

Pour avoir la dérivabilité en 1, il faut avoir b=2
Donc : g est dérivable sur R si a=1 et b=2



