Chapitre 1 : Les Nombres réels



Chapitre 1

Les Nombres réels

1.1 Notations
a) N=1{0,1,2,...} : ensemble des entiers naturels.
N*={1,2,3,...} =N\ {0}.
b) Z={...,—4,-3,-2,—-1,0,1,2,...} : ensemble des entiers relatifs.

Zr=7\{0}, Z'=N.

c) D= {1%, a€l, ne N} : ensemble des nombres décimaux.

Remarque

Un nombre décimal est un nombre réel dont la partie décimale est finie.

d) Q= {]—9, pEL, q€ Z*} : ensemble des nombres rationnels.
q

Remarque

Tout nombre réel admet une écriture décimale sous la forme :

partie réelle, partie décimale

TV Vv
Proposition

Un nombre est rationnel si et seulement s’il admet une partie décimale finie ou infinie
périodique a partir d’un certain rang.

Remarque

Tout nombre rationnel s’écrit sous la forme L oup€EZ qeZ et pAqg=1 (cest-a-dire

pged(p,q) =1 : p et g sont premiers entre eux). On dit alors que P est irréductible.
q
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1 __
—=-€cqQ, §=0,333...€Q, 1,25 € Q, 13,275 € Q

e~2,718...¢Q, w~3,14159265...¢ Q

1.2 L’ensemble R

1.2.1 Nombres irrationnels

Il existe des nombres qui n’appartiennent ni & N, ni & Z, ni a Q.

Proposition

V2 ¢ Q (/2 est irrationnel).

Pour démontrer cette proposition, on rappelle quelques notions importantes.
Définition (Démonstration par ’absurde)

On suppose le contraire de ce qu’on veut démontrer, puis on montre que cela méne a une
contradiction. La proposition initiale est donc vraie.

| '

Théoréme d’Euclide

Si un nombre premier P divise le produit d’entiers (a.b), alors (P divise a) ou (P divise

b) :

Plab
{ P premier = (P a)ou (P]|Db).

Théoréme de Gauss

| V

Plab
{P/\bzl — PJa.

Remarque

| r

P | a signifie que a est multiple de P, c’est-a-dire a = k - P avec k € Z.

Exemple

| V

Si P = 2 (2 est premier) et a.b est multiple de 2 (2 | a.b), alors nécessairement a est
multiple de 2, ou b est multiple de 2 (théoréme d’Euclide).

Avec le théoréme de Gauss : si P = 7, b = 15 et a.b est multiple de 7, alors a.b = 7k.
Comme b= 15 et 7A 15 =1, a doit étre multiple de 7.

| r

Remarque

Pour un bon raisonnement par 'absurde, il faut suivre les 5 étapes :
1. Définir clairement la proposition que I'on veut démontrer.

2. Supposer « temporairement » le contraire de cette proposition.

7
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3. Analyser les conséquences logiques de cette hypothése par une démonstration ma-
thématique.

4. Identifier une contradiction ou une situation absurde.

5. Conclure que I’hypothése est fausse, donc la proposition initiale est vraie.

\

Preuve de la proposition 2

Montrons que v/2 ¢ Q.

Faisons un raisonnement par I’absurde. Supposons que v/2 € Q, c’est-a-dire /2 = P ou
q

pEZ,qeZ et pAqg=1 (p et q sont premiers entre eux).
ﬁzg:>P=\/5QZ>P2=2q2=>p~p=2-q-q- (*)

Or 2 est premier et 2 divise p - p, donc (d’aprés le théoréme d’Euclide) 2 divise p.
2 divise p signifie qu’il existe k € Z tel que p = 2k.
En remplacant dans () :

Donc 2 divise q - ¢, et comme 2 est premier, 2 divise q.

On a donc 2 divise p et 2 divise g, c’est-a-dire que p et ¢ ne sont pas premiers entre eux.
Ceci contredit p A g = 1.

Conclusion : v/2 ¢ Q (v/2 est irrationnel).

Remarque

De méme, on montre que V3 ¢ Q, V6 ¢ Q, vV3+2V7¢ Q, v2+ V3¢ Qet log,3 ¢ Q.

De fagon générale, \/n ¢ Q dés que n > 2 est un nombre premier.

a) La méme preuve est valable pour démontrer que la racine carrée d’un nombre premier
est irrationnelle.

b) R = QU {irrationnels} : ensemble des nombres réels. On a

NcZcDhcQcR.

Quelques Symboles Mthématiques

e V signifie « pour tout z € E », « quel que soit © € E ».
e Jsignifie « il existe au moins un élément ».

e ! signifie « il existe un unique élément ».
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e = signifie « implique », c’est I'implication, si...alors.
e & signifie « si et seulement si », c’est ’équivalence, si et seulement si (ssi).
e A signifie « et », c’est la conjonction.

e V signifie « ou », c’est la disjonction.

Théoréme (Densité des rationnels et irrationnels dans R)

— Q@ (Pensemble des rationnels) est dense dans R, c’est-a-dire qu’entre deux réels il
existe un rationnel :
Ve,y e R, 3¢ Q, z<qg<y.

— R\ Q (Pensemble des irrationnels) est dense dans R :

Ve,y e R, 3pe R\ Q, z<p<uy.

Notations
Rt ={x € R |z >0}, x € RT est dit = positif.
R™ ={z eR |z >0}, x € R™ est dit z strictement positif.
R™ ={zeR|z <0}, x € R™ est dit x négatif.
R™ ={zeR|z <0}, x € R7" est dit x strictement négatif.

1.2.2 L’ordre sur R

Définition

R est ordonné par la relation < définie par :

V(m,y)eRQ, (z<y) <= (z—y€eR) <= z—y<0.

Propriétés

1. Ve,ye R, xz<youy<uz.

2. Vx,y,z€eR, <y <= z+2z<y+z.

3. Vo,y €R, Vz e RT, z<y = xz<yz.

4. Ve,y e R, Vz e R™, z<y < xz > yz.
1 1

5. Ve,y e R*/ 2,y >0, z<y <— —>—.
Ty

6. Vx,y,a,b € R, {z = x+a<y-+b

Attention aux erreurs suivantes

xSy / /
1) x/gy’ >zr—x <y—y.

Ezemple : —3 < 1et —3 <6, mais (—3) — (-3)=021—6=—4.

Y
b

INIA

< 9

2) :c/_ Y , L Ty eRF A= — < 2, car comparer une fraction demande de prendre
<y ! v

en compte le signe et la grandeur du dénominateur.
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1
Exemple : 9 <10 et 1 < 2, mais ? £ ?0 (c’est-a-dire 9 £ 5).

z < . . " .
3) { :E’_<yy’ = x -2’ <y-y est vraie seulement si x,y,z’,y sont positifs. Sinon,

c’est faux.
Ezemple : —2 <1 et —4 < —3, mais (—2)(—4) =8 £ (1)(-3) = —3.

1.1
4) xgy#;Z5s’iln’estpasvraiquem-y>0.

1
Ezemple : —1 < 2, mais —3 7 5

On suppose v <y et 2’ <y Vrai/Faux Exemple
1) x—a <y-—y Faux —3<1,-3<6mais (—-3)—(-3)=0%—4
9 10
2) % < % (', y) # (0,0) Faux 9<10, 1 <2 mais £
3) - <y-y Vrai ssi 2,2/, y,y >0 —2<1, -4 < -3 mais (—2)(—4) £ -3
1 1 1 1
4) | = >—, (z,y) #(0,0) | Vraisizy > 0, faux sinon —10 < 2 mais 10 < B
x Yy

1.2.3 Intervalles

Définition

Soit x,y € R. On appelle intervalle I = [z, y] 'ensemble de tous les nombres délimités par
T et y.
Autrement dit, I est un intervalle si

Ve,yel, VzeR, z<z<y — z€1l.

On note I C R.

Remarque

| '

1. Un intervalle borné est un intervalle dont les bornes (extrémités) sont finies.
2. la,bl ={x eR|a <z <b}
3. @ ={} : ensemble vide.

| r
\

Définition (Droite réelle achevée)

La droite réelle achevée est I’ensemble R constituée de R auquel on ajoute deux éléments

formels +oo et —o0 :
R =RU{—00,+00}.

R permet d’éviter de séparer le cas « un réel » et « 'infini » dans les énoncés. Par exemple,
les intervalles ouverts sont ceux de la forme |a, b[ avec a,b € R.
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la,b] ={z €R|a <z <b}
¢ = {} : ensemble vide.

— L’intersection N d’intervalles est un intervalle.

— L’union U d’intervalles n’est pas forcément un intervalle.

Exemple : I =]1,3]U[5,7. Onal < z=4<7mais4 ¢ I, donc I n’est pas un intervalle.

Exemple

A={xcQ|1<x <5} Aest-il un intervalle ? Justifier votre réponse.
2
OnaleA,3eA,mais1S\/§§\/get\/igéA(car\/ig_fQ).DoncAn’estpasun

intervalle.

Définition (Voisinage)

| r
\

Soit a € R, V C R. Un voisinage V d’un point a est un ensemble qui contient un ouvert
qui comprend le point a.
V est un voisinage de a s'il existe € > 0 tel que Ja —e,a+¢[ C V.

| '

Exemple

135 3,2[ est un voisinage de 7. ] — €, €[ est un voisinage de 0.

1.3 Valeur absolue

Pour tout « € R, on définit la valeur absolue par :

T sixz>0
|z| =

—x siz<0

Propriétés
1.VzeR, |z|=0 <= 2=0; |z|>0; |—z|=|z]; —lz|<z<]z|
2. Vo,y €R, |z-y[=|z|-[y].
3. VreR, Va2 =z
4. Vx,y e R, |z+y| <|z|+ |y (inégalité triangulaire)
5. Ve,y €R, |z+y| > } |z| — |y| ! (seconde inégalité triangulaire)

L’intervalle est Borné Non borné
Ouvert (open) la, b la,+o0], | — 00, al, R
Fermé (close) {a} =[a,a], [a,b] | [a,+o0], | — 0,a], R
Semi-ouvert (ou semi-fermé) half-open/closed interval la,b], [a,b] —
Q b
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6. Ve €R, |z —y| >|[z]—yl|

— VaeR", |z|<a < —-a<z<a < §=[—aqa,a|
— Ya € R™, |z| <a est impossible = § = @.
7. Vx € R,
— YaeR' |z|>a=(x>aouz<—a)=8=]—o00,—a]U]a,+o0].

— Ya € R™, |z| > a toujours vérifite = S = R.

Preuve

Preuve de négalité triangulaire, (propriété 4) :

On rappelle que |y — z| représente la distance entre z et y.
Montrons que |z + y| < |z| + |y|.

On a —|z| <z < |z| et —|y| <y < |y|, donc en additionnant :

—(lz| +ly]) <z +y < |z| + Jy|-

Ainsi, d’apres la propriété (6), |z + y| < |z| + |y|.

Preuve de la seconde inégalité riangulaire(propriété 5) :
lz|=lz+y—yl < |z +yl+lyl = lal |yl <lz+yl,

yl=ly+z—z|<|z+yl+]z] = |yl -|z|<|z+yl = |z]—|y| > —|z +yl

Donc —|z + y| < || — |y| < |& +yl, cest-a-dire ||z| — |y|| < |z +y-
En remplacant y par —y dans cette derniére inégalité, et comme | — y| = |y|, on obtient

||| — [yl| < |z —yl.

-71=7, |2|=2.

Résolution d’équations et d’inéquations avec valeur absolue

1) Résoudre +/(z +1)? =2, c’est-a~dire |z + 1| = 2.

Tableau de signes de x + 1 :

%z —00 -1 +o00
z+1 — 0 +
|z + 1] —z—1 z+1

Résolution :
— Pour z € |—00,—1] :
z=—-3 €]—o00,—1] : accept¢e — S;={-3}.
— Pour z € [-1, 400 :
r+1=2 = =z=1

x=1¢€[-1,+00[ : accepté = Sy ={1}.




Analyse 1 — Licence Informatique Chapitre 1 : Les Nombres réels

Conclusion. L’ensemble des solutions est

S = {—3,1} = S1US,.

2) |3z — 1| = —1 : impossible (une valeur absolue est positive), donc S = @.
3) |z — 1] < =3 : impossible, donc S = @.
4) Résoudre 1<z —2/<3. <<= 1<./(z—2)2<3.

Tableau de signes de = — 2 :

T —00 2 +00
Tz —2 — 0 +
|z — 2| —z 42 x—2

Résolution :

— Pour z € |—00,2] :
l1<—2z+2<3 = -1<-zz<1 = -l<z<l

Dot Sy = ]—00,2] N]-1,1[ =]-1,1][.

— Pour z € [2,+00] :
l<z-2<3 = 3<z<5.

D’out Sg = [2,+00[ N ]3,5] =3, 5][.

Conclusion.
S=51USy=]-1,1[ U ]3,5].

1.4 Partie entiére

Théoréme (Axiome d’Archiméde)

Vr € R, dn € N tel que = < n.

| r

Définition
Soit x € R. On appelle partie entiére de z I'unique entier p € Z tel que
p<x<p+l,

notée [z], E(x) ou |z] (c’est le plus grand entier relatif inférieur ou égal a z).

| '

Exemple

E(4,3)=4, E(0,91)=0, E(-7,2)=-8, E(-1)=-1.
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Propriétés

Ve eR, E(r) <z < E(z)+1
VreR, z—1< E(x) <.

Vn € Z, E(n)=n.

Vz,y € Ravecz <y, E(r) < E(y).
Ve eR, VneZ, E(x+n)=E(x)+n
Vz € R, Vn € N*, E(M> — B(

n

x)
Vz,y €R, E(z)+ E(y) < E(z+y) < E(x) + E(y) + 1.

Remarque

Siz € R\ Z, alors E(z) < x < E(z) + 1 (inégalité stricte des deux cotés).

Preuve des propriétés 5-6 et 7)

5) Montrons que Vzr € R, Vn€Z, E(z+n)= E(x)+n.

A e

Par définition de la partie entiére, on a
E(z) <z < E(z)+1.

En ajoutant n aux trois membres :

E)+n<z+n<E@)+n+l = k<z+n<k+1
k k

Comme E(z) +n € Z (car E(x) € Z et n € Z), cet encadrement est exactement la
caractérisation de la partie entiére de = + n :

E(z +n) = E(z) +n.

E
6) Montrons que Vr € R, Vn e N*, F (%) = E(z).
Ona,n>0:

E(z) <z < E(x)+1 = nE(z)<nz<nE(z)+n.
Comme la fonction E(-) est une fonction croissante, alors

En divisant par n > 0 :

Conclusion.

7) Montrons que Vz,y € R, E(z)+ E(y) < E(zx+vy) < E(z) + E(y) + 1.
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OnaFE(x) <z < E(x)+1let E(y) <y < E(y) + 1. En additionnant :
E(z)+ E(y) <z +y < E(z) + E(y) + 2.
Comme la fonction E(-) est croissante, et E(x) + E(y) € Z, E(x) + E(y) +2 € Z,
E(E(z) + E(y)) < E(x+y) < E(E(z) + E(y) +2),

c’est-a-dire
E(z)+ E(y) < E(x +y) < E(x) + E(y) +2,

soit, puisque E(z + y) est un entier,

E(x)+ E(y) < E(z+y) < E(x) + E(y) + 1.

Remarque

1. Si2 <z < 3alors E(x) = 2.
2. Si E(z) =4 alors 4 <z < 5.
3. Siz e R\ Z, alors E(z) # x;siy € Z, alors E(y) = v.

1) Résoudre E(x + 1) =5 dans R.

Comme 5 € Z, ’équation posséde une solution. E(x +1) =5 < 5 <zr+1<6 <
4<z <5 DouS=[4,5[

2) Résoudre 3E(x —4) =1.

3E(r—4) =1 < E(z-—4) = 3 ¢ Z, donc I'équation ne posséde pas de solution :
S=0.

Représentations graphiques

x|z

——s x— E(x)
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1.5 Majorant, minorant, minimum, maximum, borne supérieure
et borne inférieure

Définition

Soit A une partie non vide de R, m et M des éléments de R.

— A est majorée s’il existe M € Rtel que Vo € A, x < M. M est appelé un majorant
de A.

— A est minorée s'il existe m € R tel que Vx € A, x > m. m est appelé un minorant
de A.

— A est bornée s’il existe m, M tels que Vo € A, m < x < M (c’est-a-dire majorée
et minorée).

Définition

| '

— M est le plus grand élément (maximum) de A si

Vee A, x <M
M =max(A) < { MecA

— m est le plus petit élément (minimum) de A si

Vee A, z>m

m = min(A) < {mEA

Remarque

| r

1. Le majorant et le minorant, s’ils existent, ne sont pas uniques.
2. max A et min A, s’ils existent, sont uniques.

3. Les intervalles ouverts |a, b[ ne possédent ni maximum ni minimum.

| r

Définition (Borne supérieure et borne inférieure)

— M est appelée borne supérieure de E (notée M = sup E) si M est le plus petit
des majorants de F.

— m est appelée borne inférieure de E (notée m = inf E) si m est le plus grand des
minorants de F.

| r

Théoréme

1. Dans R, toute partie non vide et majorée admet une borne supérieure.

2. Dans R, toute partie non vide et minorée admet une borne inférieure.

| r

Remarque (Important)

D’aprées ce théoréme, avant de chercher le sup ou l'inf d’'un ensemble, il faut d’abord
prouver que l’ensemble est non vide et borné ( majoré pour l'existence du sup, minoré
pour l'existence de 'inf).

7~

11
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Ensemble Borné/ Majorants Minorants sup A max A inf A, min A
A non
[1,2] borné [2, +0o0] ] — 00, 1] 2€ A 2 infA=1€ A,
minA =1
14, 5] borné [5, +o0] ] — o0, 4] 5¢ A n’existe pas infA=4¢ A,
min A n’existe pas
{-1,-5,9} borné [9, +o0] | — 00, —5] 9e€ A 9 infA=-5¢€A4,
min A = —5
] — 00, 7] majoré . [7,+o0] n’existent pas TeA 7 n’existent pas
N minoré n’existent pas ] — o0, 0] n’existe pas | n’existe pas infA=0¢€N,
seulement. min A =0

1.6 Caractérisation de la borne supérieure et inférieure

Proposition

Soit A une partie non vide de R :

1. Si A est majoré, alors

i)Vee A, x <M (M est un majorant de A)

M =sup A <= .
i) Ve >0, dzc € A, M—-e<z. <M

Cela signifie que tout nombre plus petit que M n’est pas un majorant : on peut
trouver un x. € A qui le dépasse.

2. Si A est minoré, alors

)VeeA, z>m

m=infA < ¢
i) Ve >0, Jzc€ A, m<z.<m+e

Cela signifie que tout nombre plus grand que m n’est pas un minorant de A : on

peut trouver un x € A qui lui est inférieur.

\

Remarque

On utilise € > 0 (epsilon) pour représenter une petite quantité positive arbitraire : € est
arbitrairement petit mais positif.

Explication (droite réelle) :

HhVeeA zxz<M

M =supA <= ¢
ii)Ve >0, Jzc€e A, M—-e<z. <M
A T,

M- M
da. € A, M—-—c<z. <M

HhVeeA zxz>m

m=inf A <
ii)Ve>0, daz. € A, m<z.<m+e¢

12
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m m+e
dax. € A, m<zx.<m+te

1) Soit A =]0,4].

Déterminons la borne supérieure et la borne inférieure, le plus grand élément et le plus petit
élément (s’ils existent).

A une partie non vide de R (1 € A). De plus Vo € A, 0 < x < 4, donc A est borné. Ainsi la
borne supérieure et inférieure existent.

Borne supérieure

4 est un majorant, donc sup A < 4. D’autre part, 4 € A, donc 4 < sup A. Ceci veut dire que
sup A = 4 = max A.

Borne inférieure

En utilisant la caractérisation de la borne inférieure, montrons que inf A = 0.
On doit montrer que
D Vrelo,4], x>0 et
@) Ve>0,32x€]0,4 /0<z<0+e.
La premiére est évidente. Pour la deuxiéme, soit € > 0; on distingue deux cas.
— Cas 1 :e¢>4: tous les z €]0,4] vérifient la deuxiéme propriéteé.

En particulier, on peut choisir z = 3 €]0,4] :
Ve>4, 32 =3¢€]0,4 /0<z<0+e.

A=10,4]

il

0 4 €
n’importe quel x €0, 4] vérifie 0 < x < ¢

— Cas 2 : 0 < e < 4: tous les z €]0,¢[ vérifient la deuxiéme propriété. En particulier,
3 .
z=g €10,¢[ vérifie 0 < x < 0+ e.

£

0

4
r=—-¢€l0,e[veriffle 0 <z <e

DN ™

Donc inf A = 0.
Puisque 0 ¢]0,4], A n’admet pas de minimum.

Proposition : Propriétés de la borne supérieure et la borne inférieure

Soient A et B deux parties non vide de R.

13
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1. Si A C B et B est bornée alors A est bornée et on a
(supA <supB) et (infA > infB).

2. Si A et B sont bornées alors

(a) AUB et AN B sont bornés.
(b) sup(A U B) = max(sup 4, sup B) inf(A U B) = min(inf A, inf B)
(c) sup(AN B) < min(sup 4, sup B) inf(A N B) > max(inf A, inf B)

(La preuve de cette proposition est laissée comme exercice pour les étudiants)

14



