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Chapitre 1

Les Nombres réels

1.1 Notations

a) N = {0, 1, 2, . . . } : ensemble des entiers naturels.

N∗ = {1, 2, 3, . . . } = N \ {0}.

b) Z = {. . . ,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, . . . } : ensemble des entiers relatifs.

Z∗ = Z \ {0}, Z+ = N.

c) D =
{ a

10n
, a ∈ Z, n ∈ N

}
: ensemble des nombres décimaux.

Remarque

Un nombre décimal est un nombre réel dont la partie décimale est finie.

d) Q =

{
p

q
, p ∈ Z, q ∈ Z∗

}
: ensemble des nombres rationnels.

Remarque

Tout nombre réel admet une écriture décimale sous la forme :

partie réelle︸ ︷︷ ︸ , partie décimale︸ ︷︷ ︸
Proposition

Un nombre est rationnel si et seulement s’il admet une partie décimale finie ou infinie
périodique à partir d’un certain rang.

Remarque

Tout nombre rationnel s’écrit sous la forme
p

q
où p ∈ Z, q ∈ Z∗ et p ∧ q = 1 (c’est-à-dire

pgcd(p, q) = 1 : p et q sont premiers entre eux). On dit alors que
p

q
est irréductible.
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Exemple

3

15
=

1

5
∈ Q,

1

3
= 0, 333 . . . ∈ Q, 1, 25 ∈ Q, 13, 275 ∈ Q

e ≃ 2, 718 . . . /∈ Q, π ≃ 3, 14159265 . . . /∈ Q

1.2 L’ensemble R

1.2.1 Nombres irrationnels

Il existe des nombres qui n’appartiennent ni à N, ni à Z, ni à Q.

Proposition
√
2 /∈ Q (

√
2 est irrationnel).

Pour démontrer cette proposition, on rappelle quelques notions importantes.

Définition (Démonstration par l’absurde)

On suppose le contraire de ce qu’on veut démontrer, puis on montre que cela mène à une
contradiction. La proposition initiale est donc vraie.

Théorème d’Euclide

Si un nombre premier P divise le produit d’entiers (a.b), alors (P divise a) ou (P divise
b) : {

P | a.b
P premier =⇒ (P | a) ou (P | b).

Théorème de Gauss {
P | a.b
P ∧ b = 1

=⇒ P | a.

Remarque

P | a signifie que a est multiple de P , c’est-à-dire a = k · P avec k ∈ Z.

Exemple

Si P = 2 (2 est premier) et a.b est multiple de 2 (2 | a.b), alors nécessairement a est
multiple de 2, ou b est multiple de 2 (théorème d’Euclide).
Avec le théorème de Gauss : si P = 7, b = 15 et a.b est multiple de 7, alors a.b = 7k.
Comme b = 15 et 7 ∧ 15 = 1, a doit être multiple de 7.

Remarque

Pour un bon raisonnement par l’absurde, il faut suivre les 5 étapes :

1. Définir clairement la proposition que l’on veut démontrer.

2. Supposer « temporairement » le contraire de cette proposition.
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3. Analyser les conséquences logiques de cette hypothèse par une démonstration ma-
thématique.

4. Identifier une contradiction ou une situation absurde.

5. Conclure que l’hypothèse est fausse, donc la proposition initiale est vraie.

Preuve de la proposition 2

Montrons que
√
2 /∈ Q.

Faisons un raisonnement par l’absurde. Supposons que
√
2 ∈ Q, c’est-à-dire

√
2 =

p

q
où

p ∈ Z, q ∈ Z∗ et p ∧ q = 1 (p et q sont premiers entre eux).

√
2 =

p

q
=⇒ p =

√
2 q =⇒ p2 = 2q2 =⇒ p · p = 2 · q · q. (∗)

Or 2 est premier et 2 divise p · p, donc (d’après le théorème d’Euclide) 2 divise p.
2 divise p signifie qu’il existe k ∈ Z tel que p = 2k.
En remplaçant dans (∗) :

2k · 2k = 2 · q · q =⇒ 4k2 = 2q2 =⇒ 2k2 = q2 = q · q.

Donc 2 divise q · q, et comme 2 est premier, 2 divise q.
On a donc 2 divise p et 2 divise q, c’est-à-dire que p et q ne sont pas premiers entre eux.
Ceci contredit p ∧ q = 1.
Conclusion :

√
2 /∈ Q (

√
2 est irrationnel).

Remarque

De même, on montre que
√
3 /∈ Q,

√
6 /∈ Q,

√
3 + 2

√
7 /∈ Q,

√
2 +

√
3 /∈ Q et log2 3 /∈ Q.

De façon générale,
√
n /∈ Q dès que n ≥ 2 est un nombre premier.

a) La même preuve est valable pour démontrer que la racine carrée d’un nombre premier
est irrationnelle.

b) R = Q ∪ {irrationnels} : ensemble des nombres réels. On a

N ⊂ Z ⊂ D ⊂ Q ⊂ R.

R
Q

D
Z

N

Quelques Symboles Mthématiques

• ∀ signifie « pour tout x ∈ E », « quel que soit x ∈ E ».

• ∃ signifie « il existe au moins un élément ».

• ∃! signifie « il existe un unique élément ».
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• ⇒ signifie « implique », c’est l’implication, si...alors.
• ⇔ signifie « si et seulement si », c’est l’équivalence, si et seulement si (ssi).
• ∧ signifie « et », c’est la conjonction.
• ∨ signifie « ou », c’est la disjonction.

Théorème (Densité des rationnels et irrationnels dans R)

— Q (l’ensemble des rationnels) est dense dans R, c’est-à-dire qu’entre deux réels il
existe un rationnel :

∀x, y ∈ R, ∃ q ∈ Q, x < q < y.

— R \Q (l’ensemble des irrationnels) est dense dans R :

∀x, y ∈ R, ∃ p ∈ R \Q, x < p < y.

Notations

R+ = {x ∈ R | x ≥ 0}, x ∈ R+ est dit x positif.
R+∗ = {x ∈ R | x > 0}, x ∈ R+∗ est dit x strictement positif.
R− = {x ∈ R | x ≤ 0}, x ∈ R− est dit x négatif.
R−∗ = {x ∈ R | x < 0}, x ∈ R−∗ est dit x strictement négatif.

1.2.2 L’ordre sur R

Définition

R est ordonné par la relation ≤ définie par :

∀(x, y) ∈ R2, (x ≤ y) ⇐⇒ (x− y ∈ R−) ⇐⇒ x− y ≤ 0.

Propriétés

1. ∀x, y ∈ R, x ≤ y ou y ≤ x.
2. ∀x, y, z ∈ R, x ≤ y ⇐⇒ x+ z ≤ y + z.
3. ∀x, y ∈ R, ∀z ∈ R+, x ≤ y ⇐⇒ xz ≤ yz.
4. ∀x, y ∈ R, ∀z ∈ R−, x ≤ y ⇐⇒ xz ≥ yz.

5. ∀x, y ∈ R∗/ x, y > 0 , x ≤ y ⇐⇒ 1

x
≥ 1

y
.

6. ∀x, y, a, b ∈ R,
{

x ≤ y
a ≤ b

=⇒ x+ a ≤ y + b.

Attention aux erreurs suivantes

1)
{

x ≤ y
x′ ≤ y′

̸=⇒ x− x′ ≤ y − y′.

Exemple : −3 ≤ 1 et −3 ≤ 6, mais (−3)− (−3) = 0 ̸≥ 1− 6 = −4.

2)
{

x ≤ y
x′ ≤ y′

, x′, y′ ∈ R∗ ̸=⇒ x

x′
≤ y

y′
, car comparer une fraction demande de prendre

en compte le signe et la grandeur du dénominateur.
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Exemple : 9 ≤ 10 et 1 ≤ 2, mais
9

1
̸≤ 10

2
(c’est-à-dire 9 ̸≤ 5).

3)
{

x ≤ y
x′ ≤ y′

=⇒ x · x′ ≤ y · y′ est vraie seulement si x, y, x′, y′ sont positifs. Sinon,

c’est faux.
Exemple : −2 ≤ 1 et −4 ≤ −3, mais (−2)(−4) = 8 ̸≤ (1)(−3) = −3.

4) x ≤ y ̸=⇒ 1

x
≥ 1

y
s’il n’est pas vrai que x · y > 0.

Exemple : −1 ≤ 2, mais −1

1
̸≥ 1

2
.

On suppose x ≤ y et x′ ≤ y′ Vrai/Faux Exemple

1) x− x′ ≤ y − y′ Faux −3 ≤ 1, −3 ≤ 6 mais (−3)− (−3) = 0 ̸≥ −4

2)
x

x′
≤ y

y′
, (x′, y′) ̸= (0, 0) Faux 9 ≤ 10, 1 ≤ 2 mais

9

1
̸≤ 10

2

3) x · x′ ≤ y · y′ Vrai ssi x, x′, y, y′ ≥ 0 −2 ≤ 1, −4 ≤ −3 mais (−2)(−4) ̸≤ −3

4)
1

x
≥ 1

y
, (x, y) ̸= (0, 0) Vrai si xy > 0, faux sinon −10 ≤ 2 mais − 1

10
≤ 1

2

1.2.3 Intervalles

Définition

Soit x, y ∈ R. On appelle intervalle I = [x, y] l’ensemble de tous les nombres délimités par
x et y.
Autrement dit, I est un intervalle si

∀x, y ∈ I, ∀z ∈ R, x ≤ z ≤ y =⇒ z ∈ I.

On note I ⊂ R.

Remarque

1. Un intervalle borné est un intervalle dont les bornes (extrémités) sont finies.

2. ]a, b] = {x ∈ R | a < x ≤ b}.
3. ∅ = {} : ensemble vide.

Définition (Droite réelle achevée)

La droite réelle achevée est l’ensemble R constituée de R auquel on ajoute deux éléments
formels +∞ et −∞ :

R = R ∪ {−∞,+∞}.

R permet d’éviter de séparer le cas « un réel » et « l’infini » dans les énoncés. Par exemple,
les intervalles ouverts sont ceux de la forme ]a, b[ avec a, b ∈ R.
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L’intervalle est Borné Non borné

Ouvert (open) ]a, b[ ]a,+∞[, ]−∞, a[, R

Fermé (close) {a} = [a, a], [a, b] [a,+∞[, ]−∞, a], R

Semi-ouvert (ou semi-fermé) half-open/closed interval ]a, b], [a, b[ —

]a, b] = {x ∈ R | a < x ≤ b} a b

ϕ = {} : ensemble vide.

Attention

— L’intersection ∩ d’intervalles est un intervalle.

— L’union ∪ d’intervalles n’est pas forcément un intervalle.

Exemple : I =]1, 3]∪ [5, 7[. On a 1 < z = 4 < 7 mais 4 /∈ I, donc I n’est pas un intervalle.

Exemple

A = {x ∈ Q | 1 ≤ x <
√
5}. A est-il un intervalle ? Justifier votre réponse.

On a 1 ∈ A,
2

3
∈ A, mais 1 ≤

√
2 ≤

√
5 et

√
2 /∈ A (car

√
2 /∈ Q). Donc A n’est pas un

intervalle.

Définition (Voisinage)

Soit a ∈ R, V ⊂ R. Un voisinage V d’un point a est un ensemble qui contient un ouvert
qui comprend le point a.
V est un voisinage de a s’il existe ε > 0 tel que ]a− ε, a+ ε[ ⊂ V .

Exemple

]3 ; 3, 2[ est un voisinage de π. ]− ε, ε[ est un voisinage de 0.

1.3 Valeur absolue

Définition

Pour tout x ∈ R, on définit la valeur absolue par :

|x| =

{
x si x ≥ 0

−x si x < 0

Propriétés

1. ∀x ∈ R, |x| = 0 ⇐⇒ x = 0 ; |x| ≥ 0 ; | − x| = |x| ; −|x| ≤ x ≤ |x|.
2. ∀x, y ∈ R, |x · y| = |x| · |y|.
3. ∀x ∈ R,

√
x2 = |x|.

4. ∀x, y ∈ R, |x+ y| ≤ |x|+ |y| (inégalité triangulaire)

5. ∀x, y ∈ R, |x+ y| ≥
∣∣ |x| − |y|

∣∣ (seconde inégalité triangulaire)
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6. ∀x ∈ R, |x− y| ≥
∣∣ |x| − |y|

∣∣.
— ∀a ∈ R+, |x| ≤ a ⇐⇒ −a ≤ x ≤ a ⇐⇒ S = [−a, a].
— ∀a ∈ R−, |x| ≤ a est impossible ⇒ S = ∅.

7. ∀x ∈ R,

— ∀a ∈ R+, |x| ≥ a ⇒ (x ≥ a ou x ≤ −a) ⇒ S = ]−∞,−a] ∪ [a,+∞[.
— ∀a ∈ R−, |x| ≥ a toujours vérifiée ⇒ S = R.
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