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Examen final 

« L’usage de la calculatrice est strictement interdit » 

La note du contrôle continue=2.(note de l’exo1+note de l’exo2) 

Exercice 01 : (05 pts) Résoudre l’équation différentielle suivante : 

𝑦′ − 𝑥2𝑦 =  𝑥 + 1𝑒
𝑥3

3  

Exercice 02 : (05 pts) 

1. Décomposer, en une somme d’éléments simples, la fraction rationnelle suivante: 

𝑅 𝑥 =
2𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 − 1

 𝑥 + 1 2(𝑥2 + 2)
 

2. Calculer l’intégrale : 

𝐼 =  𝑅 𝑥 𝑑𝑥 =  
2𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 − 1

 𝑥 + 1 2(𝑥2 + 2)
𝑑𝑥 

Exercice 03 : (05 pts) 

1. Déterminer le 𝐷𝐿3(0) de la fonction 𝑓1 𝑥 =
1

1−𝑥
 

En déduire les 𝐷𝐿3(0) des fonctions 𝑓2 𝑥 =
1

1+𝑥
 𝑒𝑡 𝑓3 𝑥 =

1

1+𝑥2 

2. En utilisant les résultats précédents, trouver les 𝐷𝐿4(0) des fonctions : 

𝐹 𝑥 = ln 1 + 𝑥 𝑒𝑡 𝐺 𝑥 = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥) 

3. En déduire la valeur de la limite 

lim
𝑥→0

1

𝑥3
 
𝑥2

2
+ ln(1 + 𝑥) − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥)  

Exercice 04 : (05 pts) 

On considère l’équation différentielle : 𝑦" + 𝑦′ − 6𝑦 = 𝑒5𝑥 + (6𝑥2 + 4𝑥 − 3)       𝑬  

1. Résoudre l’équation sans second membre associée à (E) : 

𝑦" + 𝑦′ − 6𝑦 = 0       𝑬𝟎  

2. Déterminer une solution particulière𝑦1 de l’équation : 

𝑦" + 𝑦′ − 6𝑦 = 𝑒5𝑥  

3. Trouver une solution particulière  𝑦2 de l’équation : 

𝑦" + 𝑦′ − 6𝑦 = 6𝑥2 + 4𝑥 − 3 

4. En déduire la solution générale de l’équation (E). 

 

Bon courage 

 



Corrigé 

Exercice 01 : (05 pts) L’équation  

𝑦′ − 𝑥2𝑦 =  𝑥 + 1𝑒
𝑥3

3 (𝑬) 

est une équation différentielle du premier ordre linéaire. 

 Résolution de l’équation sans second membre : 

𝑦′ − 𝑥2𝑦 = 0 ⇔
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥2𝑦  (𝟎.𝟓 𝒑𝒕) 

 

⇒
𝑑𝑦

𝑦
= 𝑥2𝑑𝑥 (𝟎.𝟓 𝒑𝒕) 

Donc  

 
𝑑𝑦

𝑦
=  𝑥2𝑑𝑥  𝑜𝑢 𝑒𝑛𝑐𝑜𝑟𝑒 𝑙𝑛 𝑦 =

1

3
𝑥3 + 𝑐, 𝑐 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑟é𝑒𝑙𝑙𝑒 (𝟎.𝟓 𝒑𝒕) 

Ce qui donne :  

𝑦 = ±𝑒
1

3
𝑥3+𝑐 = ±𝑒𝑐𝑒

1

3
𝑥3

(𝟎.𝟓 𝒑𝒕) 

𝐷′𝑜ù: 𝑦0 = 𝑘𝑒
𝑥3

3  𝑎𝑣𝑒𝑐  𝑘  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑟é𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑘 = ±𝑒𝑐  (𝟎.𝟓 𝒑𝒕) 

 

 Recherche d’une solution particulière en utilisant la variation de la constante : 

On cherche une solution particulière𝑦1 = 𝑘 𝑥 𝑒
𝑥3

3 (𝟎.𝟓 𝒑𝒕) (k(x) est une fonction) 

𝑦′1 = 𝑘′ 𝑥 𝑒
𝑥3

3 + 𝑥2𝑘 𝑥 𝑒
𝑥3

3 (𝟎.𝟓 𝒑𝒕) 

 

D’où 

 𝑬 ⇔ 𝑘′ 𝑥 𝑒
𝑥3

3 + 𝑥2𝑘 𝑥 𝑒
𝑥3

3 − 𝑥2𝑘 𝑥 𝑒
𝑥3

3 =  𝑥 + 1𝑒
𝑥3

3  

⟹ 𝑘′ 𝑥 =  𝑥 + 1(𝟎.𝟓 𝒑𝒕) 

⟹ 𝑘 𝑥 =
2

3
 𝑥 + 1 

3

2  𝑒𝑡 𝑦1 =
2

3
 𝑥 + 1 

3

2𝑒
𝑥3

3 (𝟎.𝟓 𝒑𝒕) 

La solution générale de l’équation est : 

𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 + 𝑦1 𝑥  

𝑦 𝑥 = 𝑘𝑒
𝑥3

3 +
2

3
 𝑥 + 1 

3

2𝑒
𝑥3

3 (𝟎.𝟓 𝒑𝒕) 

Exercice 02 : (05 pts) 

1. La décomposition en éléments simple : 

2𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 − 1

 𝑥 + 1 2(𝑥2 + 2)
=

𝑎

𝑥 + 1
+

𝑏

 𝑥 + 1 2
+
𝑐𝑥 + 𝑑

𝑥2 + 2
(𝟎.𝟓 𝒑𝒕) 

On a : 

𝑏 = lim
𝑥→−1

 𝑥 + 1 2
2𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 − 1

 1 + 𝑥 2(𝑥2 + 2)
= −1 

En plus : 

lim
𝑥→+∞

𝑥𝑅 𝑥 = 2 ⟺ 𝑎 + 𝑐 = 2  

𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑥 = 0     𝑜𝑛 𝑜𝑏𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡 ∶       𝑎 + 𝑏 +
𝑑

2
= −

1

2
 



𝑒𝑡 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑥 = 1,    𝑜𝑛 𝑎       
𝑎

2
+
𝑏

4
+
𝑐 + 𝑑

3
=

3

12
 

D’où : 

𝑎 = 1, 𝑏 = −1, 𝑐 = 1 𝑒𝑡 𝑑 = −1 (𝟎.𝟓𝒑𝒕) × 𝟒 

Autrement dit : 

2𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 − 1

 𝑥 + 1 2(𝑥2 + 2)
=

1

𝑥 + 1
−

1

 𝑥 + 1 2
+

𝑥 − 1

𝑥2 + 2
 

 

2. Calcul de l’intégrale : 

𝐼 =  
2𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 − 1

 𝑥 + 1 2(𝑥2 + 2)
𝑑𝑥 =  

1

𝑥 + 1
𝑑𝑥 +  

(−1)

 𝑥 + 1 2
𝑑𝑥 +  

𝑥

𝑥2 + 2
𝑑𝑥 −  

1

𝑥2 + 2
𝑑𝑥 

 

 
1

𝑥 + 1
𝑑𝑥 = ln(𝑥 + 1) + 𝑐1(𝟎.𝟐𝟓 𝒑𝒕) 

 

 
(−1)

 𝑥 + 1 2
𝑑𝑥 =

1

𝑥 + 1
+ 𝑐2 (𝟎.𝟕𝟓 𝒑𝒕) 

 
𝑥

𝑥2 + 2
𝑑𝑥 =

1

2
 

2𝑥

𝑥2 + 2
𝑑𝑥 =

1

2
ln(𝑥2 + 2) + 𝑐3(𝟎.𝟕𝟓 𝒑𝒕) 

 
1

𝑥2 + 2
𝑑𝑥 =

1

2
 

1

 
𝑥

 2
 

2

+ 1
𝑑𝑥 

=  

𝑢 =
𝑥

 2

𝑑𝑢 =
1

 2
𝑑𝑥

  

=
1

 2
 

𝑑𝑢

𝑢2 + 1
 

=
1

 2
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑢 + 𝑐3 

=  
1

 2
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑔  

𝑥

 2
 + 𝑐3 (𝟎.𝟕𝟓 𝒑𝒕) 

𝐷′𝑜ù: 𝐼 = ln(𝑥 + 1) +
1

𝑥 + 1
+

1

2
ln(𝑥2 + 2) −

1

 2
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑔  

𝑥

 2
 + 𝑐 

 

Exercice 03 : (05 pts) 

1. 
1

1−𝑥
= 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑜 𝑥3 (0.5 pt) 

En utilisant la propriété de composition  de la fonction  𝑥 ⟼
1

1−𝑥
  𝑎𝑣𝑒𝑐 (𝑥 ↦  −𝑥 ), on 

obtient : 
1

1 + 𝑥
=

1

1 − (−𝑥)
= 1 − 𝑥 + 𝑥2 − 𝑥3 + 𝑜 𝑥3 (𝟎.𝟓 𝒑𝒕) 

 

En utilisant la propriété de composition  de la fonction  𝑥 ⟼
1

1+𝑥
  𝑎𝑣𝑒𝑐 (𝑥 ↦ 𝑥2), on 

obtient  



1

1 + 𝑥2
= 1 − 𝑥2 + 𝑜 𝑥3 (𝟎𝟏 𝒑𝒕) 

2. Par intégration, on a 

ln 1 + 𝑥 = 𝑥 −
𝑥2

2
+
𝑥3

3
−
𝑥4

4
+ 𝑜 𝑥4  (𝟎.𝟓 𝒑𝒕) 

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3
+ 𝑜 𝑥4 (𝟎𝟏 𝒑𝒕) 

3.  

lim
𝑥→0

1

𝑥3
 
𝑥2

2
+ ln(1 + 𝑥) − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥) = lim

𝑥→0

1

𝑥3
 
𝑥2

2
+ 𝑥 −

𝑥2

2
+
𝑥3

3
−
𝑥4

4
− (𝑥 −

𝑥3

3
)  𝟎.𝟕𝟓 𝒑𝒕 

= +
2

3
(𝟎.𝟕𝟓 𝒑𝒕) 

Exercice 04 : (05 pts) 

1. Soit l’ESSM :  

𝑦" + 𝑦′ − 6𝑦 = 0       𝑬𝟎  

L’équation caractéristique associée : 𝑟2 + 𝑟 − 6 = 0 (𝟎.𝟓 𝒑𝒕), admet deux solutions réelles :𝑟1 =

−3 𝑒𝑡 𝑟2 = 2(𝟎.𝟓 𝒑𝒕) 

Donc la solution de  𝑬𝟎 est : 𝑦0 𝑥 = 𝑐1𝑒
−3𝑥 + 𝑐2𝑒

2𝑥 , 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ  (𝟎.𝟕𝟓 𝒑𝒕). 

2. Puisque 5 n’est pas une solution de l’équation caractéristique, la solution particulière de l’équation 

différentielle : 

𝑦" + 𝑦′ − 6𝑦 = 𝑒5𝑥(𝑬𝟏) 

est de la forme𝑦𝑝1 𝑥 = 𝛼𝑒5𝑥(𝟎.𝟓 𝒑𝒕). 

Donc  

𝑦𝑝1 𝑥 = 𝛼𝑒5𝑥

𝑦𝑝1
′ 𝑥 = 5𝛼𝑒5𝑥

𝑦𝑝2
′′  𝑥 = 25𝛼𝑒5𝑥

 

En remplaçant dans l’équation (E1) , on obtient : 

25𝛼𝑒5𝑥 + 5𝛼𝑒5𝑥 − 6𝛼𝑒5𝑥 = 𝑒5𝑥  

Par identification, on obtient  

𝛼 =
1

24
(𝟎.𝟓 𝒑𝒕) 𝑒𝑡 𝑦𝑝1 𝑥 =

1

24
𝑒5𝑥(𝟎.𝟐𝟓 𝒑𝒕) 

3. La solution particulière de l’équation différentielle 

𝑦" + 𝑦′ − 6𝑦 = 6𝑥2 + 4𝑥 − 3       (𝑬𝟐) 

  Est de la forme 𝑦𝑝2 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 (𝟎.𝟓 𝒑𝒕) 

D’où : 𝑦′𝑝2 = 2𝑎𝑥 + 𝑏  𝑒𝑡 𝑦"𝑝2 = 2𝑎 

En remplaçant dans (E2), on trouve  



−6𝑎𝑥2 +  2𝑎 − 6𝑏 𝑥 + 2𝑎 + 𝑏 − 6𝑐 = 6𝑥2 + 4𝑥 − 3 

Par identification, on obtient : 

 
𝑎 = −1

2𝑎 − 6𝑏 = 4
2𝑎 + 𝑏 − 6𝑐 = −3

  

Ou encore 

𝑎 = −1, 𝑏 = −1 𝑒𝑡 𝑐 = 0 (𝟎.𝟐𝟓 𝒑𝒕 × 𝟑) 

Donc : 𝑦𝑝2 = −𝑥2 − 𝑥 (𝟎.𝟐𝟓 𝒑𝒕) 

4. La solution générale de l’équation (E)est : 

𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 + 𝑦𝑝1 𝑥 + 𝑦𝑝2(𝑥) 

𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑒
−3𝑥 + 𝑐2𝑒

2𝑥 +
1

24
𝑒5𝑥 − 𝑥2 − 𝑥, 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ (𝟎.𝟓 𝒑𝒕) 

 

 

 


