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Examen final

« L'usage de la calculatrice est strictement interdit »
La note du controle continue=2.(note de I’exol+note de I'exo2)

Exercice 01 : (05 pts) Résoudre I’équation différentielle suivante :

%3

y —x%y =Vx+1e3
Exercice 02 : (05 pts)
1. Décomposer, en une somme d’éléments simples, la fraction rationnelle suivante:

2x3 +x2+x—1

R(x) = (x+ 1)2(x2 +2)

2. Calculer l'intégrale :

I—fR( Y = 2x3+x2+x—1d
B VA= ) ar0raz+ )™

Exercice 03 : (05 pts)

1
1—x
En déduire les DL;(0) des fonctions f,(x) = ﬁ et f3(x) = 14—%

2. En utilisant les résultats précédents, trouver les DL, (0) des fonctions :
F(x) =In(1+x)et G(x) = Arctg(x)
3. En déduire la valeur de la limite

1. Déterminerle DL3(0) de la fonction f;(x) =

T A
lim— 7+ n(l+ x) — Arctg(x)

Exercice 04 : (05 pts)
On considere I'équation différentielle : y" +y' — 6y = e* + (6x%? + 4x —3) (E)

1. Résoudre I'’équation sans second membre associée a (E) :
y'+y' —6y=0 (Eop)
2. Déterminer une solution particulierey, de I'’équation :
y'+y -6y =€
3. Trouver une solution particuliere y, de I’équation :
y'+y —6y =6x>+4x -3
4. En déduire la solution générale de I'équation (E).

Bon courage



Corrigé

Exercice 01 : (05 pts) L’équation

x3
y —x%y =Vx + 1e3 (E)

est une équation différentielle du premier ordre linéaire.

Résolution de I'équation sans second membre :

) dy
— x2y = &2
y —x°y O@dx x*y (0.5 pt)
d
> 7" — x2dx (0.5 pt)
Donc
dy 2 1, .
]7 = ]x dx ou encore In|y| = gx + ¢, c constante réelle (0.5 pt)

Ce qui donne :
1 1
y = 47+ = +ee3* (0.5 pt)
%3
D'ol: yy = ke avec k constante réelle(k = +e®) (0.5 pt)

Recherche d’'une solution particuliére en utilisant la variation de la constante :

3

On cherche une solution particulierey; = k(x)ex?(O. 5 pt) (k(x) est une fonction)
3 3

yi=k (x)exT + xzk(x)ex?(O. 5 pt)

D’ou
3 3 3 3

(E) & k'(x)ex? + xzk(x)ex? - xzk(x)ex? —Vx¥ler
= k' (x) =Vx + 1(0.5 pt)
3

2 3 2 3 x
= k(x) = 3 (x+1)zety, = 3 (x + 1)2e3 (0.5 pt)

La solution générale de I’équation est :
y(x) = yo(x) + y1(x)

3 3

X 2 3 x
y(x) = ke + 2 (x + 1)2e7 (0.5 pt)

Exercice 02 : (05 pts)

1. La décomposition en éléments simple :

2x3+x2+x—-1 a b cx +d
(x+1)2(x2+2)=x+1+(x+1)2+x2+2(0'5pt)
Ona:
s , 200 + P +x—1
b _xll»rg(x-l_l) (1+x2(x2+2)
En plus:

lim xR(x) =2 a+c=2

X—+0o0

pour x =0 on obtient : a+b+E=_E



_ a b c+d 3
etpourx =1, ona E+Z+ 3 T 12
D’ou:
a=1b=-1,c=1etd =-1(0.5pt) X 4
Autrement dit :

23 +x+x—-1_ 1 1 x-1
(x+1D2(x2+2) x+1 (x+12 x2+42

2. Calcul de l'intégrale :

2x+x+x—1d_f1d+ (_)d+fxdf1d
(x +1)2(x2 + 2) S B (x + 1)2 22 x2+2

1
jx n 1dx =In(x + 1) + ¢1(0.25 pt)

(-1 1
j(x+1)2dx=x+1+cz (0.75 pt)

f X d—lj Zxd—ll 2 4 2) + ¢,(0.75 pt
22T =g +2) +65(0.75 pi)

J‘ 1 P _1f 1 d
22072 (i) *
=

X
u=—
V2
= ( 1 )
du =—dx

N

du
\/_fu2+1
= ﬁArctg(u) +c3
—iA t ( )+c (0.75 pt)
2 rctg \/7 3 p

1 1 X
Douw:I =In(x+1 +—+—lnx + 2) ——Arct ( )+c
Gt 1)+ g+ 5 I + 2) = = dreeg (-

Exercice 03 : (05 pts)
1. ﬁ_ 1+x+x%+x3+ 0(x)(0.5 pt)
En utilisant la propriété de composition de la fonction (x — i) avec (x = (—x)), on

obtient :
1 B 1
1+x 1-(=x)

=1-—x+x%—x3+0(x3)(0.5pt)

En utilisant la propriété de composition de la fonction (x — m) avec (x = x?), on

obtient



1

=1-x%+0(x%)(01pt)

1+x2
2. Parintégration, on a
x? x3 xt
— 4 4
In(14+x)=x 2+3 4+0(x)(0.5pt)
X3
Arctg(x) = x — —+ o(x*)(01 pt)

3

lim - (% 4 1nc1 A im (X A ) 0.75 pt
xl_t}gx—S 7+ n(l+ x) — Arctg(x) _xl—r%x_3 7+x—7+?—7—(x—?) (0.75 pt)

2
= +§(075 pt)

Exercice 04 : (05 pts)

1. Soit FESSM :
y'+y' —6y=0 (Ep)

L’équation caractéristique associée : 72 + r — 6 = 0 (0.5 pt), admet deux solutions réelles :r; =
—3etr, =2(0.5pt)

Donc la solution de (Eg)est : yo(x) = c;e 3% + c,e2*, tel que ¢1,c, € R (0.75 pt).

2. Puisque 5 n’est pas une solution de I'équation caractéristique, la solution particuliere de I’équation
différentielle :
y"'+y' — 6y = e°*(E1)
est de la formey,; (x) = ae>*(0.5 pt).

Donc

Vp1(x) = ae™

yl;(lx) = Sae’*

ypz(x) = 25ae”*
En remplagant dans I’équation (E1) , on obtient :

25ae’* + 5ae® — 6ae’* = e>*

Par identification, on obtient

1 1
— — 5x
a=_ (0.5 pt) et y,;(x) 26 (0.25 pt)

3. Lasolution particuliére de I'équation différentielle
y'+y —6y=6x>+4x—-3 (E2)

Est de la forme y,, = ax? + bx + ¢ (0.5 pt)
D'ou:y'y; =2ax + b ety",; = 2a

En remplacant dans (E2), on trouve



—6ax?+ (2a—6b)x +2a+b —6¢c = 6x> +4x — 3
Par identification, on obtient :
a=-1
2a—6b =4
2a+b—6c=-3
Ou encore
a=-1,b=—-1letc=0(0.25pt x 3)
Donc : y,, = —x* — x (0.25 pt)

4. Lasolution générale de I'équation (E)est :
y(x) = yo(x) + yp1(x) + yp2(x)

1
y(x) = cre™3* + e + ﬁeS" —x% —x,¢,,¢c, € R(0.5 pt)



